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Max Born: �Physics and Relativity� (Bern 1955)

�Die Aufstellung der Allgemeinen Rela-
tivitätstheorie erschien mir damals und
erscheint mir auch heute noch als die
gröÿte Leistung menschlichen Denkens
über die Natur, die erstaunlichste Ver-
einigung von philosophischer Tiefe, phy-
sikalischer Intuition und mathematischer
Kunst. Aber sie hatte damals wenig
Zusammenhang mit empirischen Tatsa-
chen. Sie zog mich an wie ein Kunst-
werk, an dem man sich ergötzt und das
man bewundert - aus gehöriger Entfer-
nung.�
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Newton

I Feld

φ (1 Komponente)

I Feldgleichungen

∆Φ = 4πG ρ

I Bewegungsgleichungen für Test-
masse

~̈x(t) = −~∇Φ
`
~x(t)

´

Einstein

I Feld

gµν (10 Komponenten)

I Feldgleichungen

Gµν =
8πG
c4

Tµν

I Bewegungsgleichungen für Test-
masse

ẍλ(τ)+Γλ
µν

`
x(τ)

´
ẋµ(τ)ẋµ(τ) = 0
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Die 10 Quellen des Gravitationsfeldes

Tµν =

0BBBBBB@
W 1

c ~s>

c ~g σmn

1CCCCCCA
8>>><>>>:

W : Energiedichte
~s : Energie-Stromdichte
~g : Impulsdichte
σmn : Impuls-Stromdichte
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Einstein an H.A. Lorentz am 17.1.1916

�Die Serie meiner Gravitationsarbeiten ist eine Kette von Irrwegen, die aber doch
allmählich dem Ziele näher führten. Daher sind nun endlich die Grundformeln gut,
aber die Ableitungen abscheulich; dieser Mangel muss noch behoben werden.�
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10 Arbeiten aus den Jahren des Suchens

1905
1) �Zur Elektrodynamik bewegter Körper�. (SRT)
2) �Ist die Trägheit eines Körpers von seinem Energiegehalt abhängig?� ∆mt = ∆E/c2

1907
3) �Über die vom Relativitätsprinzip geforderte Trägheit der Energie�. Spannungen - auch

elektrostatische - tragen zur trägen Masse bei.
4) �Über das Relativitätsprinzip und die aus demselben gezogenen Folgerungen�. Erster

groÿer Übersichtsartikel; endet mit erster versuchsweiser Erweiterung des Relativitäts-
prinzips auf gleichförmig beschleunigte Bezugssysteme.

1911
5) �Über den Ein�uss der Schwerkraft auf die Ausbreitung des Lichts�. Ableitung des

(halben) Ablenkwinkels auf Grundlage des Äquivalenzprinzips.
1912

6) �Lichtgeschwindigkeit und Statik des Gravitationsfeldes� und �Zur Theorie des stati-
schen Gravitationsfeldes�. Nichtlineare Erweiterung der Newtonschen Feldgleichungen.

7) �Gibt es eine Gravitationswirkung, die der elektrodynamischen Induktionswirkung ana-
log ist?�. Argumentiert, dass sich die träge Masse bei Anwesenheit umgebender schwe-
rer Massen erhöht (→ �Machsches Prinzip�).

1913
8) �Entwurf einer verallgemeinerten Relativitätstheorie und einer Theorie der Gravitati-

on�. Argumentiert gegen skalare Theorie und kommt Prinzip der allg. Kovarianz sehr
nahe. Kurz danach zurückgenommen; groÿe Verwirrung (Lochbetrachtung). Hilfe von
Grossmann und Besso.

9) �Zum gegenwärtigen Stande des Gravitationsproblems�. Vortrag vom 23.9.1913 auf
der 85. Naturforscherversammlung in Wien.

10) Zürcher Notizbuch (www.alberteinstein.info)
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Spannungen und Masse: Ein �drastisches� Beispiel

Ein Stab der Ruhelänge l bewegt sich mit der Geschwindigkeit v entlang der x-Achse
relativ zum Koordinatensystem K . In seinem Ruhesystem K ′ wird er vom Zeitpunkt
t′ = 0 ab mit der Kraft F zusammengedrückt. Die Druckspannung in seinem Inneren
beträgt dann σ = F/Querschnitts�äche.

Kraft F

F x

ct ct′

∆t = γl v/c2

t′ = 0

γ = 1/
q
1− v2/c2

I Vom System K aus beurteilt be-
wegt sich der Stab für die Zeit
∆t unter der alleinigen Wirkung
der Schubkraft F , ohne Gegen-
kraft. Dabei ändert er seine Ge-
schwindigkeit aber nicht! Aus der
Impulserhaltung folgt ein Massen-
zuwachs des unter der Druckspan-
nung p stehenden Stabes:

∆p = F∆t = Fγl v/c2

⇒ ∆m = Fl/c2 = pV /c2
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Auswirkungen auf Stabilität von Sternen und in der Kosmologie

I Um hydrostatisches Gleichgewicht zu bekommen, muss gemäss der ART der Druck
in Richtung kleinerer Radien wie folgt wachsen (Tolman-Oppenheimer-Volko� 1939):

−
dp
dr

=
G
r2
·
4πr3

3
·

“
ρ + 3p/c2

”
| {z }

aktive Masse

·
“
ρ + p/c2

”
| {z }
passive Masse

·
“
1− (2GM(r)/c2r)

”−1

| {z }
Geometrie

I Die Beschleunigung des kosmologischen Skalenparameters wird nach der Friedmann-
Gleichung bestimmt durch

d2a
dt2

= −
4πG
3

a
„

ρ +
3p
c2

«
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I Wir werden sehen, dass diese Gleichung auch aus einer einleuchtenden prinzipiellen
Modi�kation der Newton'schen Gleichung gefunden werden kann. (Allerdings liefert
sie noch keine korrekten Vorhersagen, z.B. bei der Periheldrehung.)
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Newton'sche Gravitation I

I Feldgleichung
∆ϕ = 4πGρ (1)

I Kraft pro Volumen
~f = −ρ~∇ϕ (2)

I Eine Umverteilung der Masse längs der Flusslinien des Geschwindigkeitsfeldes ~ξ
ändert ρ um (δ~ξ := ~ξδt)

δρ =
− L

δ~ξ

`
ρ d3x

´
d3x

= −~∇(δ~ξρ) (3)

Die dabei investierte Arbeit ist (B :=supp(ρ)):

δA = −
Z

R3
δ~ξ · ~f = −

Z
B

ϕ ~∇(δ~ξρ) =

Z
B

ϕ δρ (4)
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Newton'sche Gravitation II

I Während des Umverteilungsprozesses sollen Feldgleichungen gelten:

∆δϕ = 4πG δρ (5)

I Dies führt auf

δA =

Z
B

ϕ δρ = δ


−

1
8πG

Z
R3

(~∇ϕ)2
ff

(6)

I Wir identi�zieren die Energiedichte ε des statischen Gravitationsfeldes mit

ε = −
1

8πG
(~∇ϕ)2 (7)
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Das Prinzip

I Ändere die Feldgleichungen so, dass sämtliche Energien als Quelle des Gravitati-
onsfeldes gemäÿ E = mc2 auftreten

I Die aktive gravitative Masse ist durch den Gesamt�uss des Gravitationsfeldes de-
�niert:

Mg =
1

4πG

Z
S2∞

~n · ~∇ϕ =
1

4πG

Z
R3

∆ϕ (8)

I Das Prinzip verlangt

δA =

Z
B

ϕ δρ
!
= δMg c2 =

c2

4πG

Z
R3

∆δϕ (9)

I Die rechte Seite hängt von den Feldhleichungen ab. Im Newton'schen Fall ver-
schwindet diese immer, so dass das Prinzip nicht erfüllt werden kann.
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Anwendung des Prinzips

I Addiere die Newton'sche Feldenergie zur Quelle

∆ϕ = 4πG
„

ρ−
1

8πGc2
`
∇ϕ

´2«
(10)

I Berechne δMg :

δMg =

Z
B

N−1X
n=0

1
n!

“ ϕ

c2

”n
δρ +

1
N!c2N

1
4πG

Z
R3

ϕNδ(∆ϕ)| {z }
→0 für N→∞

→
Z
B

δρ exp
`
ϕ/c2

´ (11)

I Lese ab, dass Selbstkonsistenz gegeben ist falls

Φ := c2 exp
`
ϕ/c2

´
(12)

und nicht ϕ mit dem Gravitationspotential identi�ziert wird. Somit soll gelten
~f = −ρ~∇Φ, wobei (10) beibehalten wird.
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Verbesserte Newton'sche Theorie

I Die neue Feldgleichung ist

∆Φ =
4πG
c2

(
Φρ +

c2

8πG

`
~∇Φ

´2
φ

)
(13)

I Sie wird linearisiert durch die Substitution Ψ = c2
p

Φ/c2:

∆Ψ =
2πG
c2

ρ Ψ (14)
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Theorem

In dieser Theorie ist die gravitative Masse ist durch den Durchmesser des Trägers der
Verteilung ρ nach oben beschränkt.

Zum Beispiel gilt für jede sphärisch-symmetrische Lösung mit supp(ρ) ⊂ BR(0):

GMg
2c2

< R (15)

Insbesondere gibt es in dieser Theorie keine Punktmassen.
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Gravitative versus baryonische Masse

I Einem homogenen Stern vom radius R and baryonischer Massendichte ρ schreiben
wir die baryonische Masse Mb zu, wobei

Mb :=
4π
3
R3ρ (16)

I Wir führen den baryonischen und den gravitativen Radius ein

Rg :=
GMg
2c2

, Rb :=
GMb
2c2

(17)

I Die Relation zwischen y := Rg/R und x := Rb/R ist dann gegeben durch

y = 1−
tanh

√
3x

√
3x

2 4 6 8 10

0.2

0.4

0.6

0.8
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Energiebilanz eines homogenen Sterns

I Für einen homogenen, sphärisch symmetrischen Stern gilt folgende Aufteilung der
Energien:

Mg c2 =Egravi = Mbc
2

„
1−

3
5
Rb
R

+O(x2)
«

(18)

Efeld = Mbc
2

„
0+

3
5
Rb
R

+O(x2)
«

(19)

Ebaryon = Mbc
2

„
1−

6
5
Rb
R

+O(x2)
«

(20)

I Die Bindungsenergie ist wie im Newton'schen Fall.
I Die Feldenergie hat den gleichen Betrag aber umgekehrtes Vorzeichen (ist jetzt

positiv).
I Die baryonische Energie wird durch das Gravitationspotential in doppeltem Maÿe

verringert, so dass die Gesamtbilanz stimmt.
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Christie's: �Fine Printed Books and Manuscripts Including Americana�'
22 June 2010 New York, Rockefeller Plaza

�Einiges über die Entstehung der
Allgemeinen Relativitätstheorie�

George A. Gibson Lecture
Universität Glasgow, 20. Juni 1933

I EINSTEIN, Albert (1879-1955). Auto-
graph manuscript signed (A. Einstein on
last page), constituting Einstein's lecture
The Origin of the General Theory of Re-
lativity (Einiges über die Entstehung der
allgemeinen Relativitätstheorie), delivered
as the �rst George A. Gibson Lecture at
the University of Glasgow, 20 June 1933.
A working draft with extensive deletions
and interlinear additions. No place, unda-
ted, but ca. June 1933.

I Lot 195/Sale 2328. Estimate $ 250,000 -
$ 350,000

I Price Realized $ 578,500. (Sales totals are
hammer price plus buyer's prmium and do
not re�ect costs, �nancing fees or applica-
tion of buyer's seller's credits.)
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Aus Einsteins Gibson Lecture (1933)

I �Das Einfachste war natürlich, das Laplacesche skalare Potential der Gravitation
beizubehalten und die Poissonsche Gleichung durch ein nach der Zeit di�erenziertes
Glied in naheliegender Weise so zu ergänzen, dass der speziellen Relativitätstheorie
Genüge geleistet würde. Auch musste das Bewegungsgesetz des Massenpunktes im
Gravitationsfeld der speziellen Relativitätstheorie angepasst werden.�

I �Solche Untersuchungen führten aber zu einem Ergebnis, das mich im hohem Ma-
ÿe misstrauisch machte. Gemäÿ der klassischen Mechanik ist nämlich die Verti-
kalbeschleunigung eines Körpers im vertikalen Schwerefeld von der Horizontalkom-
ponente der Geschwindigkeit unabhängig. Hiermit hängt es zusammen, dass die
Vertikalbeschleunigung eines mechanischen Systems bzw. dessen Schwerpunktes
unabängig herauskommt von dessen innerer Energie. Nach der von mir versuchten
Theorie war aber die Unabhängigkeit [...] nicht vorhanden.�

I �Dies passte nicht zur alten Erfahrung, dass die Körper alle dieselbe Beschleunigung
in einem Gravitationsfeld erfahren. Dieser Satz, der auch als Satz über die Gleichheit
der trägen und schweren Masse formuliert werden kann, leuchtete mir nun in seiner
tiefen Bedeutung ein. Ich wunderte mich im höchsten Grade über sein Bestehen
und vermutete, dass in ihm der Schlüssel für ein tieferes Verständnis der Trägheit
und Gravitation liegen müsse. An seiner strengen Gültigkeit habe ich auch ohne
Kenntnis des Resultates der schönen Versuche von Eötvös, die mir � wenn ich mich
richtig erinnere � erst später bekannt wurden, nicht ernsthaft gezweifelt.�
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Theorie einer skalaren Gravitation

I Wir suchen eine speziell-relativistische Verallgemeinerung von

∆ϕ = 4πG ρ

I Das ist ziemlich eindeutig:

�ϕ :=

„
∂2

c2∂t2
−∆

«
ϕ = −

4πG
c2

Tµ
µ .

I Wie aber sind die Bahnen von Testteilchen im ϕ-Feld? Formal konsistent wären
Verallgemeinerungen der Form

d2~x
dt2

= −~∇ϕ −→
d2xµ

dτ2
= Pµν∂νF [φ]

mit
Pµν = ηµν − ẋµẋν/c2
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Theorie einer skalaren Gravitation

Freier Fall mit variabler Horizontalge-
schwindigkeit zu Beginn (β = v/c).

~̈x(t) = −
`
1− β2(t)

´
~∇φ

`
~x(t)

´
�Passt nicht zur alten Erfahrung ... �

τh =
c
g

cos−1
“
exp

`
−hg/c2

´”
≈

p
2h/g

th =
c
g

γ cosh−1
“
exp

`
hg/c2

´”
≈ γ

p
2h/g

γ =
1p

1− β2
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Die �Entwurf-Arbeit�

.....
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Das Heben von Spannungen verlangt Arbeit

Verrichtete Arbeit = ∆

Z
D
d3x (Φ/c2)TWand

ff
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Das Ende von Einsteins Gibson Lecture (1933)

�`Im Lichte bereits erlangter Erkenntnis erscheint das glücklich
Erreichte fast wie selbstverständlich, und jeder intelligente Stu-
dent erfasst es ohne zu groÿe Mühe. Aber das ahnungsvolle, Jahre
währende Suchen im Dunkeln mit seiner gespannten Sehnsucht,
seiner Abwechslung von Zuversicht und Ermattung und seinem
endlichen Durchbrechen zur Wahrheit, das kennt nur, wer es sel-
ber erlebt hat.�

Herzlichen Glückwunsch zum 125.!
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